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Résumé. Dans [1] Yang a posé le probleme suivant : Soient P (z) et Q(z) des polyndmes
complexes de méme degré. Est-il vrai que P~' {0, 1} = Q' {0, 1} implique que,
soit P = @, soit P4} = 17 Dans cette Note, on montre que la réponse a cette question
est affirmative et on donne quelques généralisations pour les fonctions méromorphes
sur une surface de Riemann compacte.

On the uniqueness problem for meromorphic functions

Abstract. In [1] Yang have raised the following problem: Let P (z) and Q (z) be two complex
polynomials of the same degree such that P~" {0, 1} = Q' {0, 1}. Does it follow that
either P = QQ, or P + QQ = 17 In this Note we show that the answer to this question
is affirmative and give some generalizations for meromorphic functions on compact
Riemann surface.

1. Introduction et résultats

Dans [1] Yang a posé le probleme d’unicité suivant : soient P (z) et Q (z) des polynémes complexes
de méme degré. Est-il vrai que P~ {0, 1} = Q' {0, 1} implique que, soit P = Q. soit P + Q = 17
Ce probléeme est discuté dans le cadre de la théorie des fonctions méromorphes et résolu dans quelques
cas particuliers dans [2]-[4]. Dans cette Note, on montre que la réponse a la question de Yang est
affirmative et on donne quelques généralisations pour les fonctions méromorphes sur une surface de
Riemann compacte. Rappelons que, pour un ensemble fini K C C, le centre du disque de rayon
minimal qui contient K est dit centre de Chebyshev de K. Le rayon de ce disque est dit rayon
de Chebyshev de K. Le résultat principal de cette Note, qui implique en particulier une réponse
affirmative a la question de Yang, est :

THEOREME 1. — Soient R une surface de Riemann compacte de genre g = g (R) et @, 1 des fonctions
méromorphes sur R telles que pour, un ensemble fini non vide de points K C C, on ait [’égalité
o~ {K} = v~ {K}. Supposons que

(L div rior= div, v =51J,
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(i1) il existe A € C tel que pour tout point p € supp D, ord, (¢ — A\) > ord, ¢ = ord, 1.

Alors 1l existe une rotation du plan complexe o dont le centre coincide avec le centre de Chebyshev
de I'ensemble A, telle que

o k——"I%

2) o~ {z} = (6 0 9)" {z} pour chaque x € K.

Si, de plus, §{K} > 2+ (29 — 1)/deg D (par exemple, si §{K} > 2+ g), alors ¢p = o 0 1.

En outre, on montre que chaque polyndme complexe P (z) possede une propriété extrémale par
rapport a la préimage géométrique L de points «, 5 de C, qui permet de retrouver (a symétrie pres)
P (z) dés que I'on connait L, «, 3 et deg P (z). Pour cela rappelons, que le polynome complexe
unitaire P (z) de degré n est dit s’écartant le moins possible de zéro sur le compact L. C C parmi tous
les polynomes complexes unitaires de degré n, si || P||p < || @ || pour chaque polyndme complexe
unitaire () (z) de degré n, ou || P||L := max.cp {| P (z)|}. Il est bien connu (voir, par exemple
[5], [6]), qu'un tel polynd6me est unique, pourvu que le compact L contienne au moins 7n points. Le
deuxieme résultat de cette Note est le suivant :

THEOREME 2. — Soient P (z) un polynome compiexe unitaire de degré n et o« un nombre complexe
non nul. Alors le polynome P (z) est ['unique polynome de degré n qui s’écarte le moins possible de
zéro sur le compact L = P~ ' {—a, a}l.

2. Démonstrations
Pour un diviseur D = Zpef? 0, - p sur I et une fonction @ telle que supp div, @ Nsupp D = I,
désignons par ), 0 la somme ), . 0,6 (p).

LEMME. — Soient R une surface de Riemann compacte et @, 1) des fonctions méromorphes sur R
telles que div . ¢ < div, . Alors pour chaque n € C on a l’égalité :

(1) Y, wv=n ) (o/)+ ), e

divg (¥—n) dive (¥) divg ()

p(de(x) _ e(2)dv(2)
b ()= b o

Démonstration du lemme. — Considérer la forme différenticlle w =
appliquer le théoreme des résidus.

Démonstration du théoreme 1. — 11 est clair qu’il suffit de démontrer le théoréme en supposant que
le centre de Chebyshev de I'ensemble A se trouve en z€ro. Grace au lemme précédent, les conditions
du théoreme impliquent le systeme suivant :

o oo s s A o s 9 by ey
divg (Y —mn) divg ¢ divg (¢—n) divg ¢

ou n est le degré des fonctions ¢ et ¢. Le systeme ci-dessus implique qu’il existe un nombre
complexe 7, tel que

(3) A oo¥ - g+ (R) ) et

divg (¥—n1) divg (¢—mn1)

En substituant dans (2) n = 7, et en soustrayant le systeme obtenu au systéme (2) on obtient :

Y  e=nm-m)r+ Z P, Z Yp=n(n—m)/A+ Z ),

divg (v»—n) divg (Y»—n1) divg (¢¢—7) divg (o—11)
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1l s'ensuit que

| Y elP=r? AP n-mP+] ), el+2nRe{@-m)X D> ¢}

divg (¢p—n) divg (Y—mn1) divg (¥—mn1)

1 | 1
| Z U =n B |n—n1 |° + | Z *t/)|2—|—2?'LRe{(ﬂ—ﬁ1)j Z P}

divg (¢—n) divg (¢—mn1) divg (¢—m1)

En ajoutant les égalités ci-dessus, en tenant compte de la formule (3), on obtient :

1 2 2
EDIETSTED ST e (U ETRED SIS I DR 1

divg (Y —n) divg (¢—1n) divg (¥—mn1) divg (¢—m1)

Désignons par r le rayon de Chebyshev de K. Puisque pour n € K arbitraire on a :
| Z Y| < nr, | Z P1= nr,
divg (op—n) divg (¥ —n)

on conclut que pour chaque 7 € K

1
_,.2 2 2 oy 2 2| ‘) r 2
(4) 2n"r° 2mn ‘T] ??1‘ ("\l | I)\‘Q)_l_‘ Z {fg‘ +i Z l/‘?l

divg (Y—mn1) divg (¢—m1)

Or, |A|2 +1/|A|? > 2 et I'égalité est possible si et seulement si |[A| = 1. De plus, on a
max,cx |n — m|[F > r? avec égalité si et seulement si 7; = 0. Donc l'inégalité (4) implique
que =1, de v P = 0, Zdivﬂ 8 y = 0, et grace a (2) on obtient le systeme :

Z (0= NAR, Z Y =n(n/A),

divg (¥ —n) divg (¢p—n)

avee TAT= 1. Boft =] Ko Ky =z el (2| =d) edi"€d < .. <, =5 "En
substituant dans la premiére équation du systeme ci-dessus 7 = xg, pour xo € K,, arbitraire, et en
utilisant 1’inégalité triangulaire, on conclut que V="' {zo} C ¢! {Axg}, il s’ensuit en particulier que
Azo € K,,. De maniere analogue, en substituant dans la deuxieme équation 7 = Ax( (en tenant compte
du fait que A\zy € K,,), on conclut que o1 {Azp} C ¥~ lop}. Done ‘o=  {dazg} = ¢ {Zo}.
Puisque les mémes raisonnements sont valables pour chaque x € K,,,, on en conclut que AK,, = K,,
et que ¢~ {z} = (AMp)~! {z} pour chaque =z € K,,,. Maintenant, comme ¢~ ' {K,,} = v~ {K,.}.
on a @”I{U;”:_ll W= e {U";" K;}. et nous pouvons conclure de la méme facon que
o~ {z} = (Mp)~* {z} pour chaque =z € K,,_; avec AK,,,_; = K,,_; et ainsi de suite. Donc
o 1 {z} = (Mp)~' {z} pour chaque z € K et AK = K.

Pour finir la démonstration du théoréme, estimons le cardinal de I’ensemble ¢! { K'}. Pour cela
notons que si z € K et divo(p — ) = Zpe » 0p () - p, alors chaque point p ayant o, () > 1 a
pour multiplicité o, () — 1 dans divg (dy), ce qui implique que

Z Z (0, (z) — 1) < deg divg (dy).

ze€EK pep—! {z}
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D’autre part

S Y (o@-1)=Y degdivo(p—2)- 3 #{e {z}} = 4 {K}n— t {o~ {K}}.

rEK pE;p“l {r} rER reK
Donc
(5) 1 {p " {K}} >t {K}n — degdivy (dp).

Puisque div (dy) est dans la classe canonique, degdiv (dy) = 29 — 2, donc

(6) degdivy (dy) = degdivy (dp) +29g—-2=n+k+2g — 2,

ol k = f {suppdiv.¢}. Maintenant (5) et (6) avec la condition f { K'} > 2+ (29 — 1)/n impliquent
que f{o ' {K}} >n—k+1, il en découle I’égalité ¢ = A\, puisque 1’ordre de la fonction p — A1)
est au plus n — k. Ceci acheéve la démonstration du théoréeme 1.

Démonstration du théoréme 2. — Soit P (2) = 2" 4+ pn_1 2" 4+ ... + po un polyndme complexe
unitaire de degré n. En utilisant le lemme, on conclut que

Z P Z P = 2na.

divg (P—a«) divg (P+«)

est conséquence du théoreme cit€ dans I'introduction.

Remarque. — Le théoreme 1 ne s’étend pas aux fonctions ¢, 1 dont les diviseurs des poles
coincident, comme on le voit avec I’exemble des fonctions ¢ = (2% — 2 —1)/(z* + 2z + 1) et
v = —(z22 4+ 32+ 1)/(2° + z + 1), pour lesquelles ¢~ {1} = {oo, -1}, =1 {-1} = {0},
p~1{1} = {1}, v~ {=1} = {00, 0}, et, donc ¢~ {-1, 1} = ¢p~1 {-1, 1}, pourtant ¢! {1}
n’est pas égal a ¥~! {1} ou ¢! {-1}.

Remerciements. L. auteur a le plaisir de remercier M. G. Zaidenberg et I. V. Ostrovskii pour de nombreuses
discussions.

Donc 2n|a| < 2n max.er | P(2)|, et || Pl > || Pl = |«|. Puisque § {L} > n + 1, I'unicité
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